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XII. OSZTÁLY

1. feladat. Az f :
[
−π

2
,
π

2

]
−→ R kétszer deriválható függvény esetén

(f ′′(x)− f(x)) · tg(x) + 2 · f ′(x) ≥ 1 , bármely x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

Igazold, hogy ∫ π
2

−π
2

f(x) · sin(x) dx ≥ π − 2 .
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2. feladat. A (G, ·) csoport semleges eleme e. Legyen H és K két valódi részcsoportja a G
csoportnak úgy, hogy H ∩K = {e} és (G \ (H ∪K))∪ {e} zárt a G halmazon értelmezett műveletre
nézve. Igazold, hogy x2 = e bármely x ∈ G esetén!

3. feladat. Legyen f : [0, 1] −→ R egy folytonos függvény.
a) Igazold, hogy

lim
n→∞

∫ 1

0

f(xn) dx = f(0) .

b) Ha f(0) = 0 és f jobbról deriválható 0-ban, igazold, hogy léteznek, végesek és egymással egyenlőek
a

lim
ε→0

∫ 1

ε

f(x)

x
dx és lim

n→∞

(
n ·
∫ 1

0

f(xn) dx

)
határértékek.

4. feladat. Legyen f, g, h : A −→ A a nemnegat́ıv valós számok A = [0,∞) halmazán értelmezett
három függvény és ∗ : A× A −→ A egy olyan művelet, amelyre

x ∗ y = f(x) + g(y) + h(x) · |x− y| , bármely x, y ≥ 0.

Ha (A, ∗) kommutat́ıv monoid,
a) igazold, hogy a h függvény folytonos az A halmazon;
b) határozd meg az f, g és h függvényt!

Munkaidő 3 óra + 30 perc a feladatok kijelentésével kapcsolatos kérdések megválaszolására.
Minden feladatra 7 pont szerezhető.


