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CLASA a XII-a

Problema 1. Fie f :
[
−π

2
, π
2

]
−→ R o funct, ie de două ori derivabilă cu proprietatea că

(f ′′(x)− f(x)) · tg(x) + 2 · f ′(x) ≥ 1 , pentru orice x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

Arătat, i că ∫ π
2

−π
2

f(x) · sin(x) dx ≥ π − 2 .
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Problema 2. Fie (G, ·) un grup cu elementul neutru e, iar H s, i K două subgrupuri
proprii ale lui G, cu proprietatea că H ∩K = {e} s, i că (G \ (H ∪K)) ∪ {e} este parte
stabilă ı̂n raport cu operat, ia din G. Arătat, i că x2 = e pentru orice x ∈ G.

Problema 3. Fie f : [0, 1] −→ R o funct, ie continuă.
a) Arătat, i că

lim
n→∞

∫ 1

0

f(xn) dx = f(0) .

b) Dacă f(0) = 0 s, i f este derivabilă la dreapta ı̂n 0, arătat, i că limitele

lim
ε→0

∫ 1

ε

f(x)

x
dx s, i lim

n→∞

(
n ·

∫ 1

0

f(xn) dx

)
există, sunt finite s, i egale.

Problema 4. Pe mult, imea A = [0,∞) a numerelor reale nenegative se consideră trei
funct, ii f, g, h : A −→ A s, i operat, ia binară ∗ : A× A −→ A, definită prin

x ∗ y = f(x) + g(y) + h(x) · |x− y| , pentru orice x, y ≥ 0.

Dacă (A, ∗) este un monoid comutativ,
a) arătat, i că funct, ia h este continuă pe A;
b) determinat, i funct, iile f, g, h.

Timp de lucru 3 ore. Se adaugă 30 minute pentru ı̂ntrebări
Fiecare problemă este notată cu 7 puncte.


