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1. feladat (10 pont). Legyen M azon A = <

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXII. EMMV

megyei szakasz, 2023. februar 4.

XI. osztaly

Cll l;) € My(Z) alaki méatrixok halmaza, amelyek

teljesitik a det(A3 — A%) = 1 sszefiiggést.

a)

b)

Hatérozd meg az M halmaz elemeit!

b}

Oldd meg az A® = (2

__292) egyenletet az M halmazon!

(***}

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a)

A det(A3 — A?%) = 1 feltétel egyenérteki a (det A)? - det(A — I) = 1 egyenlGséggel. Mivel az A
matrix egész egyiitthatos, ezért det A és det(A—I) egész szamok, igy a (det A)?-det(A—1I,) =1
egyenlgségbdl adodik, hogy det A = +1 és det(A — I) = 1. (1 pont)

a—1 b
1 c—1
Osszefliggés atirhatdo ac — b = a + ¢ alakba, ahol ac — b = det(A) a matrix determinansa és

a+c =Tr(A) a matrix nyoma. A det A = £1 sszefiiggést is figyelembe véve azt kaptuk, hogy
det(A) =Tr (A) = £1. (1 pont)

Mivel det(A—1,) =

’ =(a—1)(c—1)—b=ac—a—c+1—b,igyadet(A—1) =1

Két esetet kiilonboztetiink meg. Ha det(A) = Tr(A) = 1, akkor a + ¢ = 1 és ac —b = 1,
ahonnan kapjuk, hogy ¢ =1 —a és b = a— a®? — 1. Tehét ebben az esetben a keresett matrixok
a2 _
A= <c11 “ 1?@ 1) alakuak, ahol @ € Z. Ha det(A) = Tr (A) = —1, akkor a + ¢ = —1 és
ac — b = —1, ahonnan kapjuk, hogy ¢ = —1 —a és b = 1 — a — a®. Tehat ebben az esetben a
a 1l—=a—ad*

keresett matrixok A = <1 g ) alaktak, ahol a € Z. (2 pont)

A Cayley-Hamilton-tétel szerint A? — Tr (A) - A+ det(A) - I, = O. Az €l6z6 alpont alapjan az
M halmaz elemeire teljesiil, hogy det(A) = Tr (A) = +1. (1 pont)
A det(A) = Tr(A) = 1 esetben a Cayley-Hamilton-tétel alapjan A* — A + I, = Oy, tehat
A? = A — I,. Ezt szorozva az A métrixszal kapjuk, hogy A> = A2 — A= (A— L) — A= —1,
ami nem lehetséges. (1 pont)
A det(A) = Tr(A) = —1 esetben a Cayley—Hamilton-tétel alapjan A% + A — I, = O,, tehat
A% = — A+ I,. Ezt szorozva az A matrixszal kapjuk, hogy A% = —A?+ A= —(—A+ L)+ A=
=2A— I, (1 pont)
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V. OMMO - megyei szakasz - XI. osztaly

5 —22 10 6 —22 3 —11
_ A3 _ _ ‘ _
Innen 2A=A +]2—<2 _9>+<0 1)—<2 _8),1gyA—(1 _4). (2 pont)
. ’ ~ . , , . , . . 3 5 _22
Megjegyzés. Az egész egyiitthatos matrixok halmazan is megoldhaté az A° = 9 _g

egyenlet. A (det A)® = det(A?) = —1 alapjan kapjuk, hogy det(A) = —1. A Cayley—Hamilton-
tétel alapjan A% —t- A— I, = Oy, ahol t = Tr (A) a matrix nyoma. Ezt az osszefiiggést szorozva

A-val kovetkezik, hogy
A =tA*+ A=+ 1)A+th. (1)

Kiszamitjuk, hogy
Tr[(t* + DA+ th] = Tr[(t* + 1)A] + Tr (tl) = (* + 1)Tr (A) + ¢Tr (1)
= +1)-t+t-2=1>+4 3t

igy az (1)) alapjan a t = Tr (A) nyom teljesiti a ¢34 3t +4 = 0 egyenletet. Ennek az egyenletnek
t = —1 az egyetlen egész gyoke. Az (1)) sszefiiggés alapjan A® = 2A — I, ahonnan

1, (3 -11
|

01 1

2. feladat (10 pont). Adott az A = |1 0 1| € M3(R) matrix. Hatérozd meg az (a,)n>1 és
110
az A" = a, A + b, I3 egyenlGség, minden n > 1 esetén!

(¥¥%)

(bn)n>1 sorozatokat ugy, hogy teljesiiljon az

FElsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Ha léteznek az (a,)n>1 és (bn)n>1 szamsorozatok, akkor egyértelmiek, mivel az A nem az I3 matrix
tobbszorose. Eszrevessziik, hogy A' =1-A+0-I3é6s A2=1-A+2-13, ahonnan a; =1, ay = 1 és

b1 = O, bg = 2. (1 pont)
Az AV = A" - A = (a, A+ b I3) - A = (an + by)A + 2a,13 ¢s A" = a, 1A + b,y 113 alapjan
Gp+1 = Qp + by és by = 2a,, minden n > 1 esetén. (2 pont)

Innen az (a,),>1 sorozatra az

a1 = ]-7 Ay = ]-; Ap42 = Qnt1 + 2a’n7 Vn 2 1

rekurzi6 irhato fel. (1 pont)
Ez a rekurzié atithato a,s —an41 —2a, = 0 alakba, melynek karakterisztikus egyenlete 72 —r—2 = 0.
A karakterisztikus egyenlet gytkei —1 és 2, (2 pont)
tehat az (a,)n>1 sorozat altalanos tagja a, = a - (—1)" 4+ (- 2" alakd, minden n > 1 esetén, ahol
a,B €R. Az a; =1, as = 1 tagok segitségével kiszamolhato, hogy o = —% és f = % (2 pont)
Innen
1 1 2" 4 (=) L4 (=2 242 (—1)"
n=——=-)"+-.2"=——~—*"—¢ésb,=2a,1=2- = )
a 3 (=1)" + 3 3 és Ap_1 3 3
minden n > 1 esetén. (1 pont)
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V. OMMO - megyei szakasz - XI. osztaly

Mdsodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Ha léteznek az (a,)n>1 és (by)n>1 szamsorozatok, akkor egyértelmiek, mivel az A nem az I3 matrix
tobbszordse. Az A méatrixot hatvanyozva észrevessziik, hogy

Al =1-A+0-1,,
A2=1-A+21,,
A3 =3-A+21,
AY=5-A+6-1,

AP =11-A+10-Is. (1 pont)
Altalanositjuk a kapott eredményt:
2" + (1)t 2"4+2- (-1
A":L.A—i——'——() I, (2)
3 3
minden n > 1 esetén. (2 pont)

Ezt az egyenlGséget matematikai indukcioval igazoljuk. Az n = 1 esetben

21 + (=1)! 21 +2. (=1)! 3 0

A=~ 7 A+ T~ L =" A4+--1

3 * 3 sT3 4T3

tehat ebben az esetben a képlet helyes. (1 pont)
Feltételezziik, hogy n = k esetén is helyes a képlet, vagyis A* = 2k+(_31)k_1 A+ 2k+2'3(_1)k 3.

Bizonyitjuk, hogy n = k + 1 esetén helyes a képlet:

k _ 1\k—1 k C(_1)\k

3 3
2k -1 k—1 2k: 2.(=1 k
T U ST
3 3
:%.(A+2]3)+%.A
2k + (_1)]971 2k + 2. (_1)k 2k + (_1)](?71
_= . A 2 ° N I
( 3 * 3 * 3 ’
2k+1 -1 k 2k+1 2.(—1 k+1
:¢~A+ £2- (=) 1. (3 pont)
3 S
A matematikai indukci6 modszere alapjan a egyenl@ség igaz, minden n > 1 esetén. (1 pont)
Tehat a keresett sorozatok a, = % és b, = w, minden n > 1 esetén. (1 pont)
|
Harmadik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Ha léteznek az (a,)n>1 és (bn)n>1 Szamsorozatok, akkor egyértelmiek, mivel az A nem az I3 matrix
tobbszorose. Kiszamoljuk, hogy A% = A+ 215, ahonnan B = A+ I jeloléssel kapjuk, hogy B? = 3B.

(2 pont)
Innen adodik, hogy B™ = 3" !B, minden n > 1 esetén. (1 pont)
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Mivel a B és I3 matrixok szorzéasa felcserélhetd, a Newton binomialis tétele alapjan

A" =(B—-1I3)" (1 pont)
=Y (=) *FCkp* (1 pont)
k=0
o - n— kck’Bk nI - n kckgkle -1 n[ 1 t
= (-1) 3= (1)) +(=1)"Is (1 pont)
k=1 k=1
1 (¢ —1)"
k=0
3—1)" (=1)"
:( 3 ) B—( 3> B+ (—-1)"I; (1 pont)
om _ (1) on _ (_1)n
= %B +(=1)"I3 = é ) (A4 L)+ (-1)"1;3
2" — (=1)" 2" 4+ 2(—1)"
minden n > 1 esetén. Innen a, = w és b, = W, minden n > 1 esetén. (1 pont)

3. feladat (10 pont). Adott a sikban hat pont, melyek koziil barmely harom nem kollineéris. A hat
pont altal meghatarozott szakaszokbol tizet megrajzolunk. Bizonyitsd be, hogy a hat pont kozott
van harom olyan pont, amelyeket 0sszekots szakaszok meg vannak rajzolval Igaz-e az éllitas, ha csak
kilenc szakaszt rajzolunk meg? Indokold a vélaszod!

(*%%)

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Jeloljiik a pontokat A, B, C', D, E és F bettikkel. Ha az adott pontok mindegyike legfeljebb masik
harom ponttal lenne dsszekotve, akkor legfeljebb C2 = % = 9 szakasz lenne megrajzolva.

(3 pont)
Ezért ha 10 szakaszt rajzoltunk be, akkor a skatulyaelv alapjan lesz olyan pont, tegyiik fel az A pont,
amely négy méasik ponttal van 0sszekotve. Ezek a pontok legyenek B, C, D, E. (1 pont)
Ha a B, C, D és E pontok koziil kettét 6sszekot még egy megrajzolt szakasz, akkor ez a két pont az
A-val egyiitt egy megrajzolt haromszog cstucsai. (1 pont)
Ha a B, C, D és E pontokat 6sszekotd szakaszok nincsenek megrajzolva, akkor a fennmaradd 6
szakasz egyik végpontja biztosan az F' pont. Ez viszont nem lehetséges, mert az F' pontbol csak 5
pontba tudunk szakaszt rajzolni. (1 pont)
Tehat ha 10 szakasz van megrajzolva, akkor biztosan talalunk haromszoget melynek cstcsai az adott
pontok. (1 pont)
Ha csak 9 szakaszt kell megrajzoljunk, akkor ki tudjuk kiiszobolni a hdromszog keletkezését, ahogy
az alabbi abran lathato. (2 pont)
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A B
c
F
D E
|
4. feladat (10 pont). Adott az (a,)n>1 sorozat ugy, hogy a; > 0 és a,+1 = 1 f;;a%’ minden n > 1

esetén. Tanulmanyozd az (a,),>1 és (na,),>1 sorozatok konvergenciajat, és ha konvergensek, akkor

szamitsd ki a hatarértékiiket!
Matlap 10/2022, L:3524

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Mivel a; > 0, kévetkezik, hogy as = 5 > 0. Matematikai indukcié modszerével igazoljuk, hogy
1
a, > 0, minden n € N* esetén. (1 pont)
Mivel a,11 — a, = — lﬁZiQ < 0, minden n > 1 esetén, kovetkezik, hogy az (a,),>1 sorozat szigortian
csokkend és alulrol korlatos, ahonnan kovetkezik, hogy az (a,,),>1 sorozat konvergens. (2 pont)
Legyen lim a, = [ a sorozat hatarértéke. Feltételezziik, hogy [ # 0. Ekkor a rekurziés képletben
n—oo
hatarértékre térve, kapjuk, hogy [ = 0, ami ellentmondashoz vezet. Tehat lim a, = 0. (1 pont)
n— oo
Legyen b, = na,, n > 1. Ekkor by = a; és by = 2ay = 12;1;2 <1. (1 pont)
1
Ab, 1—1= % —-1= % osszefliggésb6l matematikai indukcioval igazoljuk, hogy b, <1,
minden n > 2 esetén. (1 pont)
b (1-0b2)

A0 < b, <1alapjan by — b, = =5 » > 0, minden n > 2 esetén, ahonnan kévetkezik, hogy

a (by)n>2 sorozat novekvs. Ezenkiviil a sorozat feliilrgl korlatos, ezért konvergens. Tehat létezik a

lim b, = b € (0, 00) hatarérték. (1 pont)
n—oo
Mivel b, = na,, = -+, ahol az (i) sorozat szigortian novekvs és lim - = oo, ezért teljesiilnek
an ™/ n>1 n—oo "

a Stolz—Ceésaro-tétel feltételei. De

I n+1—n_1, 1 oy 1

noee I _ L pB0 a2 _ 1 2Dana, b

An+1 Qn an an

Ez a hatarérték létezik és a Stolz—Césaro-tétel alapjan megegyezik a b = lim na,, hatarértékkel, igy
n—oo

azt kapjuk, hogy b = %, ahonnan b = 1. Tehat lim na, = 1. (2 pont)

n—oo
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